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基于 ReduNet 的高维数据低维特征抽取方法研究 

电子信息工程专业学生    李家熙 

指导教师    张明强 

摘要：传统高维数据降维方法通常采用线性映射，存在表达能力不足的缺点，近年来，深度神经网

络凭借优秀的表达学习能力，能够实现特征的高效抽取，但仍存在可解释性和泛化能力不足等问题。

为此，在对高维数据降维方法充分调研上，重点分析了基于最大化编码速率降低原理的白盒深度网

络 ReduNet 模型，分别从信息论和反馈控制论角度讨论了 ReduNet 的基本原理和实现方法，并在

PyTorch+Colab 环境下予以实现。实验结果表明，ReduNet 具有较强的可解释性和更好地解决过拟合

问题的能力，该方法在图像分类、识别等任务上具有规模应用的前景。 

关键词：ReduNet  最大化编码速率降低  数据降维  香农信息编码理论  维纳反馈控制论 

Low-Dimensional Feature Extraction Methods of High-

Dimensional Data Based on ReduNet 

Student Majoring in Electronic Information Engineering    Li Jiaxi 

 Tutor     Zhang Mingqiang 

Abstract: Traditional methods for dimensionality reduction of high-dimensional data usually apply linear 

mapping, which has the disadvantage of insufficient expressiveness. In recent years, deep neural networks, 

with their excellent representation learning ability, can achieve efficient extraction of features, but still suffer 

from problems such as insufficient interpretability and generalization ability. In this regard, based on the full 

investigation of high-dimensional data dimensionality reduction methods, we focus on analyzing the Re-

duNet model, a white-box deep network based on the principle of the Maximizing Coding Rate Reduction, 

and discuss the basic principles and implementation methods of the perspectives of the Information Theory 

and the Feedback Cybernetics, respectively, and implement them in the PyTorch+Colab environment. The 

experimental results show that ReduNet has strong interpretability and better ability to solve the overfitting 

problem, and the method has the prospect of valuable application in image classification and recognition 

tasks. 

Key words: ReduNet; Maximal Rate Coding Reduction; Data Dimensionality Reduction; Shannon’s Infor-

mation Coding Theory; Wiener Feedback Cybernetics 
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1 引言 

在大数据时代，随着信息技术飞速发展，数据维度和规模以前所未有的速度增长[1]，

在图像分析、信息处理、语音文本等产生的高维数据[2]，需要从中准确、快速地抽取有

效特征来分析相关任务。Tian（USC）等人对高维数据是这样定义的：High-Dimensional 

Data refers to data with a large number of variables, often large the number of observations[3]，

即数据的属性数量远大于样本数量。随着维度的增加，高维空间参数估计量会要求更多

的样本数据。如果直接对高维数据进行降维处理会引起维度灾难的现象，指的是低维空

间不会遇到的在高维空间中分析、组织数据时出现的各种问题，最早由 Richard Bellman[4]

提出，这样的问题导致数据质量下降。因此，通常会先对数据做如图 1-1 所示处理： 

 

图 1-1 高维数据的处理过程 

高维数据往往因为其稀疏性的样本空间，难以找到有效的数据特征（低维特征），若

直接处理高维数据通常会产生引入噪声等异常值的问题，导致一些算法的失效。因此，

通常会使用降维方法抽取数据特征，以便更好地获取有价值的信息，再加以分析处理这

些关键特征，提高了数据分析的效率。 

近年来，无论是传统的高维数据低维特征抽取方法还是热门的深度网络，由于其黑

盒属性凭经验设计的网络，都出现了泛化能力不足的问题。 

1901 年，Karl Pearson[5]提出了主成分分析（Principle Components Analysis, PCA），

成功地描述了相关性数据的主要特征。RA Fisher[6]于 1936 年提出了线性判别分析（Linear 

Discriminant Analysis, LDA），主要思想是最大化数据点类间距离，同时最小化数据点类

内距离，通过分类实现了数据降维。1986 年，Hérault 和 Jutten[7]提出 ICA（Independent 

Component Analysis, 独立成分分析）的基本思想，将观测信号分解为若干独立成分，解

决了盲源分离问题。 

这些传统的高维数据降维方法，如 PCA、LDA、ICA 等，通常是基于统计或代数的

方法，通过最大化数据方差或类间距离等准则来进行降维，仅能对数据进行线性映射，

并且存在表达能力较弱的缺点。同时占用较高的计算成本和存储空间，易出现过拟合等

问题。2012 年 AlexNet 诞生以来，深度神经网络（Deep Neural Network, DNN）成为了

数据降维的热门模型，它们凭借优秀的表达学习能力在图像、语音和自然语言处理等大

规模数据实践中，解决过拟合问题取得了一定进展，实现了高维数据特征的有效抽取，

但仍存在可解释性和泛化能力不足等问题[1]。 

2020 年，Ma Yi（IEEE Fellow）等人提出从第一性原理出发，通过数学推导，提出

最大化编码速率降低（Maximizing Coding Rate Reduction, MCR2）原则[8]，通过优化MCR2

目标，推导出基于数据压缩和线性判别表示（Liner Discriminant Representation, LDR）框

架的 ReduNet 模型[9]。并基于简约、自洽两个原则[10]，从香农信息论和反馈控制论角度

探索高维数据内部特征的有效表示问题。ReduNet 是一种基于MCR2原理的白盒深度网

络，不需要用反向传播算法来学习参数且可直接推导出多通道卷积的结构，能够清晰地

解释每一层网络的功能和参数含义，从数据压缩的角度构造 DNN 说明现代深度层次架

构、线性算子和非线性激活，甚至网络中所有的参数，都可利用数据压缩中“编码率降

低”（Rate Reduction）的原理解释[11]，从而达到增强对网络的可解释性。使得 ReduNet
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模型能够在图像分类、人脸识别、语音识别等任务上具有规模应用价值。 

第一部分是引言，总结高维数据低维特征抽取的应用背景和研究意义，以及高维数

据降维方法的研究现状。第二部分是高维数据低维特征抽取的基本方法和原理，包括高

维数据降维经典方法的概念以及在实际应用的特点；并简要介绍信息率失真理论和反馈

控制论基本思想。第三部分研究基于 ReduNet 的高维数据低维特征抽取，先重点介绍

MCR2原理，再阐释 ReduNet 模型算法，并从香农信息编码理论和反馈控制论两个角度，

探究如何准确地量化和测量高维数据中包含的信息，寻求最紧凑的信息表示方法。然后

设计实验编码予以实现，分析实验结果。最后得出文章的研究结论，说明 ReduNet 在诸

多方向的应用前景。 

2 高维数据特征抽取的理论与方法 

本章主要介绍部分传统高维数据特征的抽取方法的原理和基本的机器学习理论，并

概括传统降维方法的优劣势。阐述香农信息论率失真函数理论[12]和反馈控制论的主要思

想。 

2.1 传统高维数据特征抽取方法 

经典的高维数据特征抽取的方法包括主成分分析（PCA）、独立成分分析（ICA）、

线性判别分析（LDA）等等，为了将其与本文研究的MCR2方法、ReduNet 模型做比较，

现简要说明以上三种方法的基本概念与应用特点。 

主成分分析（PCA），主要思想是将高维数据映射到低维空间中，使用正交变换对一

系列相关变量值进行线性变换，然后投影为不相关变量值，从而实现降维效果。数据在

旋转后的方向轴上方差最大，即投影最为分散，主要的信息被保留。主要数学公式如下： 

𝑣𝑎𝑟(𝐴) =
1

𝑚
∑(𝑎𝑖 − 𝜇𝑎)

2

𝑚

𝑖

, (2 − 1) 

公式（2-1）中𝐴表示降维后特征，𝜇𝑎是均值。𝑣𝑎𝑟(𝐴)一般做零均值化处理：𝑣𝑎𝑟(𝐴) =

1

𝑚
∑ (𝑎𝑖)

2𝑚
𝑖 ，希望𝐶𝑜𝑛𝑣(𝐴, 𝐵) =

1

𝑚
∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖
𝑚
𝑖 为 0，然后构造𝐶 =

1

𝑚
𝑋𝑋𝑇协方差矩阵。 

假如， 

𝑋 = [
𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑚
𝑏1 𝑏2 ⋯ 𝑏𝑚

], 

那么， 

1

𝑚
𝑋𝑋𝑇 =

[
 
 
 
 
 1

𝑚
∑𝑎𝑖

2

𝑚

𝑖=1

1

𝑚
∑𝑎𝑖𝑏𝑖

𝑚

𝑖=1

1

𝑚
∑𝑎𝑖𝑏𝑖

𝑚

𝑖=1

1

𝑚
∑𝑏𝑖

2

𝑚

𝑖=1 ]
 
 
 
 
 

= [
𝐶𝑜𝑣(𝑎, 𝑎) 𝐶𝑜𝑣(𝑎, 𝑏)
𝐶𝑜𝑣(𝑏, 𝑎) 𝐶𝑜𝑣(𝑏, 𝑏)

], 

此时，协方差矩阵 C 满足对角矩阵即可。降维后的数据 Y 满足 Y=XP，达到高维数据特

征抽取的效果。 

主成分分析（PCA）可以缓解维度灾难，数据降噪，解决过拟合问题，但 PCA 是线

性变换，处理非线性数据效果不佳。并且是一种无监督学习算法，没有考虑相关变量带

来的影响。 

独立成分分析（ICA）主要思想是在特征空间中寻找与高度非高斯投影对应的方向
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的算法，就是为独立成分的线性组合寻找一组转换矩阵，实现成分的分离。其缺点是需

要较高的计算复杂度，对于高维数据计算方法复杂，并且要求数据之间独立性要强。 

线性判别分析（LDA）与线性判别表示（LDR）思想一致，使得数据类别之间距离

最大化，同类内部距离最小化，是一种监督学习方法，相比 PCA 可增强分类的准确性。 

由图 2-1（a-b）使用 IRIS 数据可以看到 PCA 与 LDA 的差异，LDA 识别了类之间最大

差异，而在 PCA 在分析类别之间的差异不够明显。 

  

(a) (b) 

图 2-1 PCA 和 LDA 

深度网络的分类器通常可以使用分类交叉熵（Categorial Cross-Entropy）来衡量模型

预测的标签和实际的标签之间的差异，衡量模型对于不同类别分类的准确程度，也就是

交叉熵的值越小，模型的两个标签误差就越小，即模型的性能越好。 

𝐿𝐶𝐸(𝑦𝑖, 𝑦̂𝑖) = −
1

𝑁
∑(𝑦𝑖 log(𝑦̂𝑖) + (1 − 𝑦𝑖) log(1 − 𝑦̂𝑖))

𝑁

𝑖=1

, (2 − 2) 

𝑦𝑖
∗, 𝑦̂𝑖

∗ = argmin
𝐲𝐢,𝐲̂𝑖

𝐿𝐶𝐸(𝑦𝑖, 𝑦̂𝑖), 

公式（2-2）以二分类模型为例，N 代表总体样本数，𝑦̂𝑖表示模型对样本的预测概率值。 

在分类问题中，假设样本属于 K 个类中的某一类别，则可以应用 Softmax 函数将多

个神经元输出映射到(0, 1)区间内，转换为每个类别的概率： 

Softmax(𝑧𝑖) =
exp⁡(𝑧𝑖)

∑ exp⁡(𝑧𝑗)𝑗
, 

此时在 Softmax 层的损失函数为： 

𝐿𝐶𝐸 = − log
𝑒𝑘𝑦

∑ 𝑒𝑘𝑗𝑘
𝑗

, (2 − 3) 

公式（2-3）使得模型期望输出的分数在正确标签真实分数上尽可能大。 

网络的典型优化方法有随机梯度下降(Stochastic Gradient Descent, SGD)，它是随机

选择一个计算梯度样本优化函数任务，加快了训练速度，参数更新公式如下： 

𝑤+ = 𝑤 − 𝜂 ⋅
𝜕𝐿

𝜕𝑤
, (2 − 4) 

𝑏+ = 𝑏 − 𝜂 ⋅
𝜕𝐿

𝜕𝑏
, (2 − 5) 

公式（2-4）、（2-5）中，w 表示权重，b 表示偏置，𝜂是学习率。 
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2.2 ReduNet 的预备理论 

Claude Shannon[12]在 1956 年提出的率失真函数在MCR2和 ReduNet 的推导和构造中

占据重要的位置，反馈思想为编码速率降低提供了纠错空间，高维数据在流形上的映射

增强了神经网络的表达能力。 

2.2.1 香农信息编码理论 

在信息编码过程中，常常需要将高维数据映射到低维空间中，以实现数据的压缩，

当数据压缩到一定失真界限时的最低比特率（码率），在一定的失真度量下，存在一个最

小的码率[13]。对于给定一个码率，对应能达到的最小期望失真是多少，这是简要的率失

真理论（Rate-Distortion Theory），既需要尽可能地去压缩数据，也需要尽可能地保留数

据的重要信息。 

信息论中，通常通过一个失真度量（Distortion Measure）来衡量一个随机变量以及

它的表示之间的距离。失真函数指的是从信源空间与再生空间的乘积空间到非负实数集

上的映射： 

𝑑:𝒳 × 𝒳̂ → ℛ+, 

𝑑(𝑥, 𝑥̂)来描述使用𝑥̂表示𝑥时的代价度量。若给定了这样一个失真度𝐷，信息的率失真函

数𝑅(𝐷)定义为： 

𝑅(𝐷) =
1

𝑛
∑min

x̂𝑖
{𝐷(𝑥𝑖, 𝑥̂𝑖)}

𝑛

𝑖=1

, 

描述了在一定的码率下，达到一定的失真所需要的最小平均码长。从而得出率失真编码

定理，即 Shannon 第三定理[12]： 

对于给定的离散无记忆信源 S，无损编码后的长度为 L，解码后的数据失真度量为

D，当 L 趋于无穷大时，失真 D 也趋于 0，也就是压缩数据的长度接近于信源的信息熵，

就可以达到无失真压缩的效果。 

2.2.2 反馈控制论基本思想 

为了使得高维数据降维后得到的低维数据误差更小，利用反馈来进行纠错，使得高

维数据降维取得更好的效果。Wiener 在 1948 年[14]提出：为了改善某个或某些受控对象

的功能或发展，需要获得并使用信息，以这种信息为基础而进行通信并作用于对象。其

基本思想是将系统的输出信号与期望输出信号进行比较，得到误差信号后再将误差信息

作为反馈信号送入系统，通过调节系统的控制量使得误差信号趋于零，从而达到控制系

统输出的目的。这样使得控制系统具有较好的自适应性，提高了抗干扰能力。在神经网

络中可以利用反馈控制论的基本思想，利用输出结果来对网络进行调整，使得网络的输

出更加接近于期望输出，有助于提高网络的鲁棒性和稳定性。 

2.3 本章小结 

本章根据文献调研的成果，对后续论文阐述MCR2、ReduNet 做了部分综述。首先，

简要说明 PCA、ICA、LDA 的简要思想，总结其缺点，这些方法可以更好地处理实验数

据，得到网络更好的性能；其次，介绍机器学习中的交叉熵损失函数、Softmax 激活函

数、SDG 优化算法；最后，香农信息理论、维纳控制论是MCR2、ReduNet 模型的出发理

论，从而得到有效信息的表示方法。 

3 基于 ReduNet 的高维数据低维特征抽取 

本章从数据压缩角度实现分类和聚类任务出发，阐释最大化编码速率降低（MCR2）
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原理并用其进行信息的表示，然后通过优化MCR2目标构造白盒模型—ReduNet，实现从

香农信息理论和维纳控制理论的角度寻求信息的有效表示。 

3.1 最大化编码速率降低原理 

最大编码速率降低原理（MCR2）的提出可以最大限度地提高整个数据集之间的编码

率差异和每个类别的总和[8]，可使用线性判别表示（LDR）、率失真理论等进行解释和推

导，从混合有大量非线性低维结构的高维数据中[11]（High-Dim data with Mixed Low-Dim 

Structures）抽取低维线性特征。 

3.1.1 通过压缩实现分类和聚类 

聚类和分类是两种主要的数据学习任务，通常是在寻找高维目标的低秩结构，如图 

3-1 所示。但是深度网络在过去十年的演变发展过程中，一定程度上忽略了数据内部结

构。通常是直接用经验设计深度网络在数据输入与输出之间的一个映射，通过这样的映

射，深度网络可以预测新的样本，但是很难保证可靠性和解释性。 

 

图 3-1 高维空间寻找低秩结构 

如图 3-1 所示，如何寻找从混合低维子流形（A mixture of low-dim submanifolds）

到混合不相干的子空间（A mixture of incoherent subspaces）的映射，定义𝑓(𝒙, 𝜃)这样一

个非线性映射，将具有复杂低维结构的高维数据映射到紧凑的结构化表示，ℝ𝐷指的是高

维空间，ℝ𝑛指的是线性独立子空间。 

如果在一个数据压缩框架下，将高维数据的分类和聚类任务放入其中，在这个框架

下实现数据的小体积划分，然后利用信息论，使用有损编码理论测量高维数据分布的维

度和体积[9]。从而实现对于高维数据样本不同特征（如图 3-2）的压缩，描述聚类划分

的现象。 

 

图 3-2 高维空间数据样本特征[1] 

对于分布在一个或多个子流形上𝑿 ⊂∪𝑗
𝑘ℳ𝑗，在高维空间数据𝑿 = [𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚] ∈
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ℝ𝐷×𝑚，满足精度‖𝑥 − 𝑥̂‖2 ≤ 𝜖并受到如下约束[15]： 

𝐿(𝑿, 𝜖) ≐ (
𝑚 + 𝐷

2
) log det (𝑰 +

𝐷

𝑚𝜖2
𝑿𝑿T) , (3 − 1) 

公式（3-1）是定义了分段数据的编码长度，为了在给定失真条件下，最大限度地减少分

段数据的总编码长度。𝑚和𝐷是矩阵𝑿的维度，前者是数据的特征数量，后者是样本的数

量，矩阵𝑰是𝑚大小的单位阵，𝜖是允许的最小失真参数。从数据压缩有损编码和率失真

理论角度说明了最小编码长度可以在信息量传输的可接受失真水平下可以权衡。 

在分类任务中，对新样本计算与各个类之间的距离，若哪类数据可以用最少的编码

增量来解释新样本，则该样本就属于哪一类别。相比于传统方法，最小增加编码长度[16]

（Minimum Incremental Coding Length, MICL）可以实现数据低维空间的表示，得到一个

真正的利用外插的分类器，就是利用已知样本的归类来判别未知样本的类别。 

𝑦̂(𝑥) ≐ argmin
j
𝛿𝐿𝜖(𝑥, 𝑗) , (3 − 2) 

公式（3-2）描述了对测试样本进行编码所需的最小额外位数，对测试样本与𝑗类之间的

差异，𝛿代表的是指标函数，若后面内容条件为真取 1，反之则取 0。MICL 分类器可以

很好地用于编码函数长度式（3-1）高斯近似。实现通过有损编码和压缩来聚类，通过最

小增量编码长度来分类的效果。 

3.1.2 线性判别表示 

为了在得到数据特征表示，如图 3-1 通过非线性映射𝑓 = (𝒙, 𝜃)将数据变为线性结

构，最大限度地将数据实现聚类和分类。让同类数据尽可压缩在一个低维的线性子空间

上面；让不同类数据尽量分开。实现上述要求就是要寻求一个线性判别表示(LDR)，𝒁 =

[𝑧1, … , 𝑧𝑚] ∈ ℝ
𝑑 ⁡(𝑑 ≪ 𝐷) 对于数据𝑿 = [𝑥1, … , 𝑥𝑚] ∈ ℝ

𝐷满足： 

𝑿 ⊂ ℝ𝐷
𝑓(𝑥,𝜃)
→   𝒁 ⊂ ℝ𝑑

𝑔(𝑧,𝜂)
→   𝑿̂ ≈ 𝑿 ∈ ℝ𝐷 , 

映射高维数据𝑿到低维特征表示𝒁，让杂乱无章但有结构的数据，使用紧凑编码来表示。 

 
图 3-3 映射转换为低秩结构 

LDR 模型指的是将可能位于高维空间中一系列低维子流形上的数据分别转换为一

系列独立的低维线性子空间，并用一系列特征值来表示，如图 3-3 所示。 

3.1.3 基于香农信息论的解释 

从分类和聚类的学习任务上，可基于两个优化目标构造：一是要尽可能使得所有特

征占据的空间足够张开；二是尽可能使同类的特征空间收缩得足够小。具体地说，要实

现对数据的表示，当其符合某种低秩结构时，样本表达能力最大；同时，将不同结构数

据间的差异尽可能清晰地体现出来。从信息论的角度，编码长度函数为最优表达提供了

度量，当样本表达最优时，其表达所占的空间能够最大化，即整体的样本拥有最大的编

码长度，使其能够让不同结构的样本相互靠近。 
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图 3-4 整体编码率尽可能大于类内编码率总和 

图 3-4 使用圆球位置来表述信息的多少，通过对𝒁和𝒁′的比较，𝑅是联合分布中填充

球数量，𝑅𝑐是所有子空间球数量之和，Δ𝑅是两者的差值。整体和部分的率失真差异称为

速率降低，公式（3-3）所示，整体要最大限度地大于部分的总和如公式（3-4）所示： 

Δ𝑅(𝒁,𝚷, 𝜖) =
1

2
log det (𝑰 +

𝑑

𝑚𝜖2
𝒁𝒁T)

⏟                
𝑅(𝒁)

−∑
tr(𝚷𝑗)

2𝑚
log det (𝑰 +

𝑑

tr(Π𝑗)𝜖2
𝒁𝚷𝑗𝒁

T)

𝑘

𝑗=1⏟                          
𝑅𝑐(𝒁)

, (3 − 3)
 

max
x
Δ𝑅(𝒁(𝜃),𝚷, 𝜖) = 𝑅(𝒁(𝜃)) − 𝑅𝑐(𝒁(𝜃)|𝚷, 𝜖) , s. t.⁡⁡⁡𝒁 ∈ 𝑺𝑑−1, (3 − 4) 

𝑅(𝒁)是总体空间的编码率，𝑅𝑐(𝒁)是类内空间编码率[9]，后者指的是数据进行降维后，同

一类的样本表示的空间分布特征，从数学角度来说，是同一类样本平均距离相对整体的

低维空间平均距离比值。 

第一项要求原始输入𝑿与转换特征𝒁之间的互信息尽可能比较大，也就是信息熵尽

可能大，使得展开的空间体积比较大。第二项则是转换𝒁与标签𝒀之间互信息尽可能小，

也就是类内的距离尽可能得小。然后使用投影梯度上升法（Projected Gradient Ascent, 

PGA）逐步更新𝒁，如图 3-5 所示： 

𝒁ℓ+1 ∝ 𝒁ℓ + 𝜂 ⋅
𝜕Δ𝑅

𝜕𝒁
|
𝑍ℓ

⁡⁡subject⁡to⁡⁡‖𝒁ℓ+1‖ = 1. (3 − 5) 

 

图 3-5 通过特征变换映射到低维 

通过不断优化MCR2目标，当数据特征表达到最优时，同类压缩更为紧凑，非同类间

距拉大，自然导致 ReduNet 多层网络的生成。 
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3.2 基于 ReduNet 的高维数据低维特征最紧凑的表示 

MCR2可以在深度网络的启发地解释分类和聚类，使得深度网络更好地设计参数和

架构。通过 PGA 不断优化MCR2目标实现高维数据低维特征最紧凑的表示。 

3.2.1 ReduNet 模型 

ReduNet 模型从第一性原理出发解释，通过数学公式推导优化构造，是一个基于深

度神经网络的高维数据特征抽取方法，通过推导最大编码速率降低MCR2的梯度自然构

建目标。此外，通过对网络施加移位不变属性，可以仅使用数据和MCR2推导出卷积运算

符目标函数，从而使网络设计具有原则性和可解释性。 

 

图 3-6 ReduNet 的实现原理 

如图 3-6 所示的网络可表述梯度下降的过程。其中，每个不同的𝑪通道对应一个类

别的分类器，𝑬是扩张整个特征集的操作矩阵，梯度下降的更新过程是在当前特征加上

得到的梯度。 

𝜕𝑅(𝒁)

𝜕𝒁
|
𝒁ℓ

= 𝛼(𝒁 + 𝛼𝒁ℓ𝒁ℓ
∗)−1𝒁ℓ ≐ 𝑬ℓ𝒁ℓ ≈ 𝛼[𝒁ℓ − 𝛼𝒁ℓ

∗(𝒁ℓ
∗𝒁ℓ)], (3 − 6) 

𝒛ℓ+1 ∝ 𝒛ℓ + 𝜂 ⋅ [𝑬ℓ𝒛ℓ + 𝜎([𝑪ℓ
1𝒛ℓ, … , 𝑪ℓ

𝑘𝒛ℓ])]⏟                  
𝑔(𝒛ℓ,𝜃ℓ)

, s. t.⁡⁡𝒛ℓ+1 ∈ 𝕊
𝑑−1, (3 − 7)

 

𝑓(𝒙, 𝜃) = 𝜙𝐿 ∘ 𝜙𝐿−1 ∘ ⋯ ∘ 𝜙0(𝒙),with⁡𝜙ℓ(𝒛ℓ, 𝜽ℓ) ≐ 𝒫𝕊𝑑−1[𝒛ℓ + 𝜂 ⋅ 𝑔(𝒛ℓ, 𝜃ℓ)]. (3 − 8) 

公式（3-6）、（3-7）、（3-8）描述了用于 ReduNet 网络中速率降低目标迭代梯度上升

方案，包含当前层输出、误差项和非线性激活函数的线性组合，𝑔(𝒛ℓ, 𝜃ℓ)包括非线性激

活函数和卷积滤波器，𝒛ℓ是当前输出层，𝒛ℓ+1是下一层输出，𝑬ℓ是误差项，𝑪ℓ
1是当前层

卷积滤波器，𝜎表示非线性激活函数，可以是 ReLU（Rectified Linear Unit, 校正线性单

元）或者 Sigmoid 函数。网络中每一层重复此过程，构建起 ReduNet 模型。 

公式（3-7）中残差‖𝑪ℓ
𝑗
𝒛ℓ‖使用 Softmax 函数评估样本所属该关系𝜋𝑗(𝒛ℓ): 

𝝅𝑗(𝒛ℓ) ≈ 𝝅̂
𝑗(𝒛ℓ) ≐

exp(−𝜆‖𝑪ℓ
𝑗
𝒛ℓ‖)

∑ exp(−𝜆‖𝑪ℓ
𝑗
𝒛ℓ‖)

𝑘
𝑗=1

⁡ ∈ [0, 1], (3 − 9) 

公式（3-9）确保函数输出是所有输出类的概率分布，而对于残差的权重约束如下： 
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𝝈([𝑪ℓ
1𝒛ℓ, … , 𝑪ℓ

𝑘𝒛ℓ]) ≐∑𝛾𝑗𝑪ℓ
𝑗
𝒛ℓ ⋅ 𝝅̂

𝑗(𝒛ℓ)

𝑘

𝑗=1

⁡⁡ ∈ ℝ𝑑 , 

在其他方案中，可使用 ReLU 强制使所有特征在第一象限，公式（3-10）中𝜎的几何意义

是根据每个特征所属的子空间计算每个特征的残差： 

𝝈(𝒛ℓ) ≈ 𝒛ℓ −∑ReLU(𝑷ℓ
𝑗

𝑘

𝑗=1

𝒛ℓ), (3 − 10) 

ReduNet 可以实现识别的平移不变性，同时在深度网络使用循环矩阵表示样本，如

图 3-7 将循环移位后的样本视为同一组，将一组样本编码到不同的低秩空间，因此与𝑬、

𝑪矩阵进行矩阵相乘时，网络的操作自然等价于循环矩阵，𝑬、𝑪在考虑不变性后，自动

产生了卷积效果，可用来解释数据的稀疏性和不变性之间的关系。 

 
图 3-7 扩张矩阵和压缩矩阵经平移不变性成为卷积算子 

ReduNet 网络中的结构参数可以通过正向传播（Forward Propagation, FP）计算得到，

并不需要经过反向传播（Back Propagation, BP）计算，由此获得的所有的算子和参数具

备精确的基于几何、统计和优化的意义。由于 ReduNet 是从优化一个最基本的信息量直

接严格推导而来，没有任何主观、经验的因素，所以可认为这是基于第一性原理得来的

神经网络。 

ReduNet 网络的结构与目前通用的网络非常相似，以往的深度网络的架构和运算符

主要是根据经验提出设计的，并通过反向传播算法作为一个黑盒子训练。下表 3-1 是基

于数据压缩原理的深度网络与传统的深度网络进行了对比，左栏是深度网络传统的特点，

右栏是基于新框架下的特点： 

表 3-1 传统网络与 ReduNets 的比较 

 传统 DNNs 压缩 ReduNets 

优化目标 输入输出拟合 速率降低 

深度架构 检验和误差 迭代优化 

网络层算子 经验 投影梯度 

移位不变性 CNNs+增强 不变 ReduNets 

初始化 随机/预先设计 前向计算 

训练方式 后向传播/固定 正向/后向传播 

可解释性 黑盒 白盒 

表示 不明确 不相干的子空间（LDR） 

3.2.2 压缩闭环转录 

自洽原则指的是自主智能系统通过最小化输入的信息和经过处理的信息之间的内

部差异，寻求一种最自洽的外部世界观察模型[10]。而 ReduNet 正基于这种原则构造的模

型，其蕴含着反馈控制的思想，具体表现为通过对模型的输出与标签之间的误差进行反

馈调整，实现模型参数的优化。ReduNet 在训练过程中，将输出与标签之间的误差作为

反馈信号，传递回网络的隐藏层，对模型参数进行调整，从而达到提高模型性能的目的。 
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若要对外界信息做出完整的解释，由于深度网络可以学习特征复杂的映射关系，可

以最大化信息增益，闭环转录则是自主自洽的基本学习单位[10]。基于自洽原则，对于特

征𝒁建立闭环反馈如图 3-8 所示，图中描述了数据分布在特征空间中的闭环误差，并且

其映射关系如下： 

𝑿
𝑓(𝒙,𝜃)
→   𝒁

𝑔(𝒙,𝜂)
→   𝑿̂

𝑓(𝒙,𝜃)
→   𝒁̂. 

 

图 3-8 特征 Z在闭环反馈流向示意 

解码控制器𝑔用来最小化𝑿和𝑿̂之间的差异： 

𝑑(𝑿, 𝑿̂) ≐ min
η
∑Δ𝑅(𝒁𝑗 , 𝒁̂𝑗)

𝑘

𝑗=1

= min
𝜂
∑Δ𝑅(𝒁𝑗 , 𝑓(𝑔(𝒁𝑗 , 𝜂), 𝜃))

𝑘

𝑗=1

. 

编码感知器𝑓用来放大𝑿和𝑿̂之间的差异： 

𝑑(𝑿, 𝑿̂) ≐ max
𝜃
∑Δ𝑅(𝒁𝑗 , 𝒁̂𝑗)

𝑘

𝑗=1

= max
𝜃
∑Δ𝑅(𝑓(𝑿, 𝜃), 𝑓(𝑿̂, 𝜃))

𝑘

𝑗=1

. 

整个在编码器𝑓和解码器𝑔的 max-min 博弈就是让𝑓最大化数据𝑿中特征𝒁的速率降

低、𝑔最小化数据𝑿̂中特征𝒁̂的速率降低[17]。 

一个对数据𝑿 =∪𝑗=1
𝑘 𝑿𝑗学习多类 LDR max-min 博弈环节由两个公式解释： 

max
𝜃
min
𝜂

Δ𝑅(𝑓(𝑿, 𝜃))⏟        
𝐸𝑥𝑝𝑎𝑛𝑠𝑖𝑣𝑒⁡𝑒𝑛𝑐𝑜𝑑𝑒

+ Δ𝑅(ℎ(𝑿, 𝜃, 𝜂))⏟        
𝐶𝑜𝑚𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠𝑖𝑣𝑒⁡𝑑𝑒𝑐𝑜𝑑𝑒

+∑Δ𝑅 (𝑓(𝑿𝑗 , 𝜃), ℎ(𝑿𝑗 , 𝜃, 𝜂))⏟                
𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑠𝑡𝑖𝑣𝑒⁡&⁡𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒

𝑘

𝑗=1

 

with⁡ℎ(𝑥) ≐ 𝑓 ∘ 𝑔 ∘ 𝑓(𝑥),⁡同样等于下式 

max
𝜃
min
𝜂
Δ𝑅(𝒁(𝜃)) + Δ𝑅 (𝒁̂(𝜃, 𝜂)) +∑Δ𝑅 (𝑍𝑗(𝜃), 𝑍̂𝑗(𝜃, 𝜂))

𝑘

𝑗

, (3 − 11) 

公式（3-11）涉及了编码器和解码器之间的信息表示的 max-min 博弈，目标就是降低速

率。公式包括了三个部分扩展编码（原始数据与编码数据之间的速率差异）、压缩解码

（编码数据和解码数据之间的速率差异）、对比和收缩编码（每个类别编码和解码数据

之间的差异），可以通过编码函数𝒁和解码后的𝒁̂来简化目标。速率降低的目标函数将表

示结构化，不同类别的映射到相应的独立空间。 

在最新文献[17]中，通过闭环转录框架学习数据集结构化生成的模型，用于特征空间
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中子空间的高斯混合之间的距离计算，避免在特征空间中评估最小化近似距离。公式（3-

11）也统一了自动编码和 GAN（Generative Adversarial Network, 生成对抗网络）的优势，

那在 LDR 框架下，学习的特征在内部结构变得透明，基于速率降低的目标可以在广泛

的数据集合网络架构中稳定优化。 

3.3 实验设计与模型测试 

深度网络的层次结构就是在做迭代的优化，数据的压缩，逐层优化数据特征的表达。

本实验部分将验证MCR2构造生成 ReduNet、ReduNet 在𝕊2高斯混合空间学习状况以及

ReduNet 的平移不变性。 

以多层 ReduNet 模型为例，借助 MNIST 数据集，验证 ReduNet loss 快速收敛的效

果；在𝕊1和𝕊2中学习高斯混合情况，观察数据分布聚类和分类效果，说明 ReduNet 的可

解释性；验证基于 MNIST 数据集的 ReduNet 二维平移不变性，探究高维数据低维特征

提取性能的变化规律并进行可视化。将其与传统的降维方法和深度网络进行比较，说明

ReduNet 模型的优势。 

3.3.1 实验环境配置与数据集 

实验环境使用Google Colab平台环境、PyTorch框架实现，会使用到Numpy、Pandas、

sklearn 库等科学数据分析库，Google Colab 可以提供 Nvidia Tesla T4 GPU，可以提升数

据集的运算效率。在 Colab Cells 中使用 Shell 脚本导入项目，根据 Demo 的说明文档编

码调参实现。实验中主要使用到 MNIST 数据集，这是一个经典的手写数字识别数据集，

有 0-9 数字在黑白图片中的手写样本，每个图片的像素是 28×28，共有 70000 张图片，

其中 60000 张为训练集，10000 张为测试集。MNIST 数据集因为其易于理解和相对简单

的特点，在深度学习常用来测试算法的性能，也可以方便地与其他算法进行比较。MNIST

数据集相比其他 Coco 数据集等体积小，训练速度较快，可以节省训练时间。 

3.3.2 模型的设计 

基本的模型搭建步骤如下图 3-9 所示： 

 

图 3-9 神经网络搭建过程 

编码实现流程是 ReduNet 类首先通过 Vector 类（代码详见附录）搭建网络层结构，

传入相应的参数 layers、𝜖、𝜂等，并且定义了正向传播函数，传入 ReduLayer 形参，计

算𝑬和𝑪矩阵，实现梯度更新，计算MCR2损失，使用 compute_mcr2 函数。如图 3-10 编

码实现 ReduNet 模型。 

 
图 3-10 ReduNet 编码实现流程 
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3.3.3 模型的训练与测试 

以下是在 Google Colab 中键入相应的命令行。 

验证 ReduNet 正向构造的Δ𝑅收敛效果：使用 MNIST 数据集，层数分别为 10 层和

50 层，1000 个样本观察曲线情况 [ !python train_forward.py --data mnistvector --arch lay-

ers10 --samples 1000 ]。 

分别在𝕊1和𝕊2中学习高斯混合：定义层数 layers = 2000 或 200 层，在步长𝜂 = 0.5 和

精度𝜖  = 0.1，分别使用两个不同的数据分布，将数据点投影到混合空间上 [ !python 

gaussian3d.py --data 1 --noise 0.1 --samples 500 --layers 2000 --eta 0.5 --eps 0.1 ]。 

验证 MNIST 数字的二维平移不变性（2D Translation Invariance）：输入 10 类、10 样

本、外通道 75、层数 25、步长𝜂 = 0.5、精度𝜖 = 0.1，评估得到的结果。Colab 训练了约

19分钟 [ !python mnist2d.py --classes 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 --samples 10 --layers 25 --outchannels 

75 --ksize 9 --eps 0.1 --eta 0.5 ]。 

 

(a) 设置相应的训练路径与包 

 

(b) 输入相应的命令句 

图 3-11 模型测试与训练 

基本的训练过程如图 3-11，设置相应程序的路径、导入应用包，然后根据图 3-10

设置对应的参数，得到 loss 值，评估训练得到 loss 曲线图，并使用了 matpotlib 库绘制

训练、测试效果图。 
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3.4 实验结果分析 

  

(a) 50 层 (b) 10 层 

图 3-12 使用 MNIST 数据集构造 ReduNet 

图 3-12 使用 MNIST 数据集在不同层数下的正向构造，可以看出 ReduNet 需要不

断迭代优化达到𝑅、𝑅𝑐两类编码率平稳收敛，说明该模型具有较好的计算成本，在训练

过程具有较强的可解释性。 

   

(a) (b) (c) 

   

(d) (e) (f) 

图 3-13 3D 高斯混合的原始样本和学习表示，散点图可视化数据 X 和样本特征 Z 
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(a) (b) 

图 3-14 3D 高斯混合原始样本学习表示的 loss 曲线 

在图 3-13 组图中，𝕊2空间三种颜色代表不同类别样本，可以观察到经过映射

𝑓(𝒙, 𝜃)[见 3.1.1 节]，来自每一类的数据收敛到同一簇，角度呈三维正交，正如图 3-13

（a-b）所示。构建的网络能够最大化MCR2的损失并且收敛稳定，同一类样本始终在训

练样本的相同聚类中心。图 3-14（a）展示了采用正交角度数据分布在 2000 层训练的效

果，Δ𝑅比较稳定。而修改生成数据分布的角度后，如图 3-13（c, f）所示，两两之间聚

类的角度是𝜋/3，图 3-14（b）是该训练下的 loss 曲线，在起始段𝑅并没有快速收敛，这

与MCR2有损效果是一致的，在 250 层迭代后收敛效果稳定。 

 

 

(a) (b) 

 

 

(c) (d) 

图 3-15 2D 高斯混合的原始样本和学习表示，散点图可视化数据 X 和样本特征 Z 

在图 3-15（a）是在同一样本聚类角度为𝜋/2的训练效果，图 3-15（b）loss 曲线正

如 3D 一样训练稳定。图 3-15（c）是在统一样本聚类后角度𝜋/3的效果。通过以上可以

看到 ReduNet 可以将不同类别的数据点映射到正交子空间上。MCR2促进了将数据嵌入
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到多个独立子空间，使得特征根各向同性地分布在每个子空间[11]。 

  

 

(a) X-test (b) X-train (c) loss 

   

(d) X-translate-test (e) X-translate-train (f) Z-test 

   

(g) Z-train (h) Z-translate-test (i) Z-translate-train 

图 3-16 ReduNet 的平移不变性 

如图 3-16 所示，（a,b,e-i）是移位训练测试数据的 cosine 相似热图，可以看到 ReduNet

能够将来自不同类别的训练数据映射到 10 个几乎正交的子空间，如图（h-i），也就是说

学习子空间的对极角的移位变换是不变的。如图（c）可以发现 ReduNet 能够最大化MCR2

损失并测试数据。 

3.5 本章小结 

本章从介绍MCR2原理开始，通过聚类和分类任务，利用香农信息理论寻求信息的有

效表示。然后在数据压缩和线性判别表示框架下，通过优化MCR2目标，自然推导生成

ReduNet 模型。不同于通用的深度网络，ReduNet 是白盒方法，具有可解释性和原则性。

然后总结压缩闭环转录框架，基于反馈、博弈论思想，寻求信息的有效表达。最后通过

编码验证相关结论。 

4 结论与展望 

在基于数据压缩和线性判别表示框架下，学习给定数据的低维 LDR 目标中推导出
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深度卷积网络作为白盒——ReduNet，它是基于梯度的迭代方案来优化速率降低目标，

几乎共享现代深度网络的所有主要结构特征，它的架构、线性和非线性运算符，都具有

精确的几何解释和统计解释，每一层线性算子具有数据自回归解释，提高了网络的可解

释性和稳定性，用于分类任务（例如对象检测或识别）时数据可较好地表示，具有在图

像分类、人脸识别、语音文本规模应用的潜力。 

ReduNet 模型中所有层次结构都能利用前向传播算法显式构造得出，无需反向传播

算法进行学习，并直接推导出多通道卷积的结构，而反向传播可以对网络进行进一步细

调。所以 ReduNet 网络本身的正向传播是在对编码率进行优化，而反向传播可以看成是

对正向的优化路径进行进一步变分优化，从而使用前向构建网络的初始化比随机初始化

具有优势。 

ReduNet 还在建模不变性中，为多通道卷积在每层作用提供了新的拓展，其可作为

增量算子来压缩或扩展用于学习数据的 LDR 的所有等变实例。基于压缩闭环转录新的

框架，还揭示了稀疏性和不变性之间的权衡关系，即施加给每个类中的信号被稀疏生成。

另外，ReduNet 模型在多模态具有高度非线性几何和拓扑中的实践意义，但需要更复杂

的策略来控制压缩和扩展过程。在线性动态化处理附加结构、计算机图形处理上拥有较

大的研究价值。 

ReduNet 综合了香农信息理论、反馈控制论、博弈论等思想，蕴含了简约、自洽的

原则，反映了自然智能系统能准确、有效地表示外部信息，具有较强的表达能力和泛化

能力，而基于压缩闭环转录框架，则为 AI 感知、决策和智能提供了新的研究视角。 
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